
 

 استاد شمعی 

 به نام هست کننده از نیستی و نیست کننده پس از هستی 
 

 

 

  

 دوازدهم  (۲حسابان )

  
 شب امتحان  معجون  

 

 تهیه و تنظیم: محسن شمعی

 دبیرستان ماندگار البرز – پویش جهاد علمی البرز 

 



 

 استاد شمعی 

 

 

 فصل اول

 ابعـــت
 

 درس اول: تبدیل نمودار توابع 
  



 

 استاد شمعی 

 

 های عمودی و افقی انتقال

yبرای رسم نمودار   f (x) k= واحد در راستای قائم به    kرا    f(x)بایست نمودار تابع  می   +

kسمت بالا )اگر    k( و یا به سمت پایین )اگر  0  ( انتقال دهیم، بنابراین بُرد تابع به اندازه 0

k  شود. واحد اضافه یا کم می 

   نمودار رسم  yبرای  f (x k)= k)   اگر  +  نمودار    (0 باید  در    kرا    f(x)باشد،  واحد 

k)و اما اگر    چپراستای افقی به سمت    واحد به    k( باشد باید این انتقال را به اندازه  0

 شود.  جا میواحد جابه  −k راست انجام دهیم، بنابراین دامنه تابع به اندازه سمت

  



 

 استاد شمعی 

 

  دیانبساط و انقباض عمو

yتابع برای رسم نمودار  k f(x)=  باید عرض نقاط نمودار تابعy f (x)=  راk   .ضرب کنیم 

kاگر   1  و اگر  انبساط عمودی باشد، نمودارk 0  دارد.  انقباض عمودیباشد، نمودار  1

   در حالتی کهk = yباشد، نمودار تابع    1− f (x)= yقرینه نمودار تابع    − f (x)=     نسبت

 باشد.می هاxبه محور  

 
 

  



 

 استاد شمعی 

 

  انبساط و انقباض افقی

y  تابع  برای رسم نمودار f (kx)=    باید طول نقاط نمودار تابعy f (x)=    را
k

1
ضرب کنیم،    

kاگر   1    ،در راستای محور  انقباض افقی  باشدxو اگر    هاk 0 در  انبساط افقی باشد،    1

 داریم.   هاxراستای محور  

   در حالتی کهk = yباشد، نمودار تابع    1− f ( x)= yقرینه نمودار تابع    − f (x)=     نسبت

 باشد.می هاyبه محور  

 



 

 استاد شمعی 

به صووورز زیوور داده شووده اسووت. معیوبسووت تریووین نمووودار، دامنووه و بوورد تووابع   fنمودار تابع    -1سوال  

y f (x )= − +1  را رسم کنید. 2

 

  



 

 استاد شمعی 

y، نمودار تابع  f(x)به کمک نمودار تابع  - 2سوال  f ( x)= −
1

2
2

 را رسم کنید.   

  

 



 

 استاد شمعی 

 

 فصل اول

 تـــابع
 

 پذیری و تقسیمتابع درجه سوم، توابع یکنوا، بخش: دومدرس 
 

 

 



 

 استاد شمعی 

 nای درجه تابع چندجمله

n n
n n nf (x) a x a x ... a x a , a

−
−= + + + + 1 1
1 1 0 0 

کنند و در ای مررفی می ی را، درجه آن چندجمیه ای ترین توان متغیر یک تابع چندجمیهبزرگ 

nاست. به شرط آنکه    تمام حالاز، دامنه آن برابر   na ,a , ... ,− 1   ای ضرایب چندجمیه

nو  W .اعداد حسابی( باشند( 

yنمودار   x=   :را در نظر داشته باشید 3

 بنابراین،  

) y (x )               ) y (x )               ) y x= − = + = 3 3 31 1 2 1 3 1 
 



 

 استاد شمعی 

yنمودار تابع  - 3سوال  x x x= − +3 23 yرا با کمک  3 x=  رسم کنید.  3

  



 

 استاد شمعی 

 

 توابع صعودی و نزولی

aاز دامنه تابع که   bو  aاگر برای هر دو نقعه  bداشته باشیم ،: (a b) 

fاگر  الف(  (a) f (b)   آنگاهf  است.  صرودیدر یک بازه 

fاگر  ( ب (a) f (b)   آنگاهf  است.  نزولیدر یک بازه 

fاگر  ( پ (a) f (b)   آنگاهf  است.  اکیداً صرودی در یک بازه 

fاگر ( ز (a) f (b)   آنگاهf  است.  نزولیاکیداً در یک بازه 

 نکته! 
 فقط صعودی یا فقط نزولی باشد.بازه  یک  تابع یکنوا، تابعی است که در -1 

fتابع ثابت   -2 (x) c=  باشد. نمی اکیدتابعی هم صعودی و هم نزولی است، ولی 
 گوییم. می اکیداً یکنوا  به تابعی که در یک بازه، فقط اکیراً صعودی یا فقط اکیداً نزولی باشد،  -3



 

 استاد شمعی 

، نزولی، اکیداً صرودی،  هایی را که تابع در آن صرودیرا رسم کرده، سپس بازه  زیرنمودار تابع    - 4سوال  

 مشخص کنید. باشد، را به اکیداً نزولی و هم صرودی و نزولی می 

x     x

f (x)    x

x       x

 


=  
 


2 0
3 0 3

3
 

  



 

 استاد شمعی 

 

 پذیریتقسیم و بخش

P(x)  (x a) q(x) r= − + 

   :حالت خاص

rاگر   = x)بر    P(x)باشد    0 a)=  دیگر بخش عبارز  به  است  x)پذیر  a)−    از یکی 

P(a)باشد. می  P(x)های تجزیه  عامل = 0 
 

 

P(a)علیه برابر است با مقدار باقیمانده تقسیم  حاصل مقسوم به ازای ریشه مقسوم  نکته!  r=. 

 ( مقسوم)   (                           قسمتخارج)                            

      (عییهمقسوم)                    (باقیمانده)           



 

 استاد شمعی 

 

 تعمیم اتحاد چاق و لاغر 

 

nn n n n n n
x )(x a .a )(x a x a x .. a x a

− − − − −= − + + + + +− 1 1 2 2 3 2 1
 

 

nn n n n n n
x )(x a .a )(x a x a x .. a x a

− − − − −= + − + − + −− 1 1 2 2 3 2 1
 

 

nn n n n n n
x )(x a .a )(x a x a x .. a x a

− − − − −= + − + − − ++ 1 1 2 2 3 2 1 
  



 

 استاد شمعی 

xای  را چنان تریین کنید که چندجمیه   bو    aمقادیر    - 5سوال   ax bx+ + +3 2 xبر    2 xو     1− + 2 

 پذیر باشد.بخش

  



 

 استاد شمعی 

 

x  - 6سوال  −6  را تجزیه کنید.  1

 
 

 

 

x ایچندجمیه  - 7سوال  +5 xرا با عامل   32 +  تجزیه کنید. 2

 
 

  



 

 استاد شمعی 

 

 دومفصل 

 مثلثـــات
 

 تناوب و تانژانتدرس اول: 
  



 

 استاد شمعی 

 

 تناوب و تانژانت

وجود داشته باشد به طوری    Tنامیم. هرگاه یک عدد حقیقی مثبت مانند  را متناوب می  fتابع  

f :که fx D x T D  f (x T) f (x) →      برای هر  =

 نامیم.می fبا این ویژگی را دورة تناوب  Tترین عدد مثبت کوچک

 

 

 نکته! 
 

 

yتوابع مثلثاتی به فرم   asinbx c= yو یا     + acosbx c=  دارای ماکسیمم مقدار به اندازه     +

a c+  و مقدار مینیمم به اندازهa c− Tو دور تناوب    +
b


=
2

 باشد. می  



 

 استاد شمعی 

 دورة تناوب و مقادیر ماکسیمم و مینیمم توابع زیر را مشخص کنید.   - 8سوال 

 

y sin( x)= − −4 3  )الف 1

 

 

 

x
y cos( )


= + +6 3

2 3
 )ب 

 
 

 
 



 

 استاد شمعی 

yبرای نمودار زیر تابع مثیثاتی به فرم    - 9سوال   asinbx c= yو یا    + acosbx c= مناسب ترریف    +

 کنید.  

 

 
 

 

 
 



 

 استاد شمعی 

 

 تابع تانژانت 

f (x) tanx= 

 f: D {x | x k ,k }


=    + 
2

 دامنه برد  

f: R  بُرد تابع  =

 

  نکته! 
 

1)  y tanx=   متناوب و دوره تناوب آنT =  .است 

2) y tanx cot x= Tتابع ثابت است این تابع متناوب و دوره تناوب آن  +


=
2

 است.   

yتابع   (3 tanx=   باشد. می اکیداً صعودی ای که تعریف شده باشد، این تابع در بازه  ،باشدیکنوا نمی  در 
 با نمودار و محور تانژانت آشنا شوید.  (4

 

 



 

 استاد شمعی 

 

 دومفصل 

 مثلثـــات
 

     معادلات مثلثاتی: دومدرس 
 



 

 استاد شمعی 

 استفاده نمایید:زیر مثلثاتی از روابط برای حل معادلات 

x k
sin x a sin

x k

=  + 
= = → 

=  +  − 

2
2

 (۱ 

 

 

cosx a cos x k= = → =   2 (۲ 
 

tanx a tan x k= = → =  +  (۳ 
 

 نکته! 
 

 

برد توابع سینوسی و یا کسینوسی،   (1 ,−11 باشد.می 

Sˆها،  آنمحاسبه مساحت مثلث به کمک دو ضلع و زاویه بین  (2 bcsin A=
1
2

 باشد. می 
 



 

 استاد شمعی 

 
x) sin x k= → = 01 

 

cosx x) k


= → =  +0
2

2 
 

sinx x) k


= → =  +1 2
2

3 

 

k) cosx x= → = 1 24 

 

sin x x) k


= − → =  −1 2
2

5 
 

cosx x) ( k )= − → = − 1 2 16 

 
 توجه کنید!!!

 :باشدمی روروبهموارد خاص مرادلاز مثیثاتی به شرح 
 



 

 استاد شمعی 

 مرادلاز مثیثاتی زیر را حل کنید.  -10سوال 
 

sin x − =2 4 3  )الف 0
 

 

sin xcosx =
2
4

 ب) 

 

 

cosx( cosx )− = −2 7  پ) 5

  



 

 استاد شمعی 

 

 سومفصل 

 يتهاينحد در ب - حدهای نامتناهی 
 

 حدهای نامتناهـی  درس اول: 
 

 



 

 استاد شمعی 

 

 طرفه نامتناهیحدهای یک

  در توابع کسری
f (x)

g(x)
xاگر     a→   که  به طوریx a= ریشه مخرج کسر باشد و صورز ،

 :کسر در همسایگی این نقعه حدی مخالف صفر داشته باشد، خواهیم داشت که

= 
عدد مخالف صفر

صفر )حدی(
 

بایست علامت صورز و مخرج را تشخیص دهیم؛ بنابراین می  لازم است که علامت این  و  

 این کسر مشخص شود.  



 

 استاد شمعی 

 :بایست حد چپ و راست مورد بررسی قرار گیرند، بنابراین اگربرای این امر می
 

                        
                     

+ + − −

+ − + −
= + = − = − = +

0 0 0 0
 

 

 :های مختیفهمچنین نمودار تابع در حالت 

x a

lim f(x)
−→

= + (۲  
x a

lim f(x)
+→

= + (۱ 

   

x a

lim f(x)
−→

= − (4  
x a

lim f(x)
+→

= − (۳ 

 

 عدد                             عدد                            عدد                            عدد    



 

 استاد شمعی 

شان )در صورز  ها را در نزدیکی مجانب قائم حاصل حدود زیر را به دست آورده و نمودار آن  - 11سوال  

 وجود( رسم کنید. 

x

x
lim

x−→

+
=

− 2
3

2 1

9
 )الف 

x

x
lim

sin x−→

−
=

0

3 1
 ب) 

x ( )

x x
lim

x x−→ −

+
=

+ +

2

2
2

2

4 4
 پ) 

x

x sin x
lim

x−→

+
=

3

3
0

2
 ز) 



 

 استاد شمعی 

 مجانب قائم 

xدر ترریف مجانب قائم، خط   a=    را مجانب قائم نمودار تابعf(x)    گوییم؛ هرگاه حداقل یکی از شرایط

 زیر برقرار باشد. 

x a

lim f(x)
−→

= + (۲  
x a

lim f(x)
+→

= + (۱ 

   

x a

lim f(x)
−→

= − (4  
x a

lim f(x)
+→

= − (۳ 

 نکته! 
   :توانند مجانب قائم باشند به شرط آنکههای مخرج میدر توابع کسری، ریشه 

 ؛ همسایگی آن لااقل از یک طرف در دامنه تابع موجود باشد ، اول
 نکند.  منفی اینکه اگر رادیکالی در تابع وجود داشت زیر رادیکال را  ، دوم



 

 استاد شمعی 

  های قائم توابع زیر را بیابید. مجانب  - 12سوال 
 

x
f (x)

x

+
=

−

3
2

 )الف 

 

 

x x x
g(x)

x x

+ +
=

−

2

3
1

 )ب 

 

  



 

 استاد شمعی 

 نمودار تابع زیر، در مجاورز مجانب قائم خود چگونه است؟   - 13سوال 
 

f (x)
x x

−
=

−

2
2

 

 

  



 

 استاد شمعی 

 در مجاورز مجانب قائم خود چگونه است؟  زیر نمودار تابع - 14سوال 
 

f (x)
(x )

−
=

+ 2
3

1
 

  



 

 استاد شمعی 

 

 حد در بینهایت

a)ای مانند  در بازه  f(x)اگر تابع    :۱تعریف   , )+    ترریف شده باشد، گوییم
x

lim f(x) L
→+

= 

را به هر اندازه کوچک   Lاز    f(x)، فاصیه  کافی بزرگهای به قدر  x  هرگاه بتوان با انتخاب

 کرد. 
 

)ای مانند  در بازه  f(x)اگر تابع    :2تعریف   ,a)−   ترریف شده باشد، گوییم
x

lim f(x) L
→−

=  

را به هر اندازه   Lاز    f(x)، فاصیه  کافی کوچکهای به قدر   x  هرگاه بتوان با انتخاب

 کوچک کرد. 



 

 استاد شمعی 

 :مثلاً

x
lim f(x)
→−

= −2                                                             

x
lim f (x)
→+

= 2 

 

  



 

 استاد شمعی 

 حد بینهایت در بینهایت 

 :مثلاً

x
lim f(x)
→−

= −                                                             

x
lim f(x)
→+

= + 

 

  



 

 استاد شمعی 

 

 

n n n
n n n

x x
lim (a x a x ... a x a ) lim a x

−
−

→+ →
+ + + + =1

1 1 0 

 

 ترین درجه را دارد. ای که بزرگای در بینهایت برابر است با حد جملهبه عبارت دیگر حد هر چندجمله

 :مثلاً

x x
lim ( x x x ) lim ( x )
→ →

− + − + = − = −4 3 45 3 2 4 5 

 

 

 1 نکته



 

 استاد شمعی 

 

 
 

 

 آی باشند به فرم:حد توابع کسری که صورت و مخرج آن چندجمله
 

n n n
n n n n

m m mx x mm m m

       n m

a x a x ... a a x a
lim lim     n m

bb x b x ... b b x

          n m

−
−

−→ →−

 


+ + + 
= = =

+ + + 
 

1
1 0

1
1 0

0

 

  

 2 نکته

 اگر          

 اگر

 اگر



 

 استاد شمعی 

 حدود زیر را محاسبه کنید.  - 15سوال 
 

x

x x
lim

x x→+

+
=

− −

2

25 4 1
 )الف 

 

 

 

x

x
lim

x x→−

−
=

+ −2

3 1

4 4 1
 )ب 

 

 

x

x x
lim

x x→+

+ +
=

− +

2

2

1

5 1
 )پ 

 



 

 استاد شمعی 

 مجانب افقی

yخط   L=    را مجانب افقی نمودارy f (x)=  نامیم به شرطی که حداقل یکی از دو شرط زیر برقرار  می

 باشد.  

x x
lim f(x) L                 lim f(x) L
→+ →−

= = 

 :در شکل زیر مثلاً

yخط   =  :مجانب افقی تابع است زیرا 3
 

x
lim f(x)
→+

= 3 

   



 

 استاد شمعی 

 های افقی توابع زیر را بیابید. مجانب  -16سوال 
 

x
y

x

+
=

−

2

2
1 5

3 10
 )الف 

 

 

x x
y

x x x

+
=

+ +22 2
  )ب 



 

 استاد شمعی 

 با توجه به نمودار سوالاز زیر پاسخ دهید.   - 17سوال 
 

 

 
 

 

x
lim f(x) ?
→−

                               )ب      =
x

lim f(x) ?
→+

 )الف =

 

x

lim f (x) ?
−→

=

3
                              )ز        

x

lim f (x) ?
+→

=

3
 )پ   

x ( )

lim f(x) ?
−→ −

=

3
                             )ج     

x ( )

lim f(x) ?
+→ −

=

3
 ث)  



 

 استاد شمعی 

 

 چهارمفصل 

 ـمشت   قــ
 

 آشنایی با مفهوم مشتقدرس اول: 
  



 

 استاد شمعی 

A(a,fدر نقعة   f(x)شیب خط مماس بر منحنی  (a)) در صورز وجود برابر است با:   

 

h

f (a h) f (a)
tana m f (a) lim

h→

+ −
= = =

0
 

 

x a

f (x) f (a)
tana m f (a) lim

x a→

−
= = =

−
 

 

عبارز دیگر مشتق تابع در نقاط مختیف نمودار  به  برای مقایسه مقدار )اندازه( شیب خعوط و یا  

 تابع از قانون بردار تانژانت استفاده کنید.

y   :برابر است با Aدر نقعة  f(x)مرادله خط مماس بر منحنی  f(a) f (a)(x a)− = − 

                      دومترریف          

 اولترریف            



 

 استاد شمعی 

 

 
 

 
 

 

  

 نکته! 
hدر تعریف اول اگر    (1 

+→ xو در تعریف دوم اگر     0 a
در صورت وجود حاصل حد مشتق راست     →+

fیعنی  (a)

+

   و اگرh
−→ xیا     0 a

f، مشتق چپ یعنی  →− (a)

−

  .به دست خواهد آمد 

fاگر  (2  نکته!  (a) f (a)

− +

 =   باشد، آنگاه تابعf(x)   در نقطةA پذیر است.مشتق 



 

 استاد شمعی 

yمرادله خط مماس بر منحنی تابع    - 18سوال  x= − +2   به دست آورید. 1−ای به طول  را در نقعه  1

  



 

 استاد شمعی 

 

yرا روی نمودار   G, F, E, D, C, B, Aنقاطی مانند  - 19سوال  f (x)=  مشخص کنید که:  

 در آن منفی است.  ای روی نمودار است که شیب خط مماس بر نمودارنقعه  Aالف(  

 ای روی نمودار تابع است که مقدار تابع و مقدار مشتق در آن منفی است.  نقعه  Bب( 

 جا صفر ولی مقدار مشتق در آن مثبت است. ای روی نمودار است که مقدار تابع در آن نقعه  Cپ( 

 جا صفر است.  ای روی منحنی است که مشتق در آن نقعه  Dز( 

 نقاط متفاوز روی منحنی هستند که مشتق یکسان دارند.  Fو   Eث( نقاط 

 جا مثبت ولی مقدار مشتق منفی است.  ای روی منحنی است که مقدار تابع در آن نقعه  Gج( 

  



 

 استاد شمعی 

 

  



 

 استاد شمعی 

 

 چهارمفصل 

 ـمشت   قــ
 

 پذیری و پیوستگ مشتق  :دومدرس 

 

 



 

 استاد شمعی 

 

 

 

 

 نکته! 
 پذیر است هرگاه:، مشتقfاز دامنه   aای به طول در نقطه fتابع  (1 

 در آن نقطه پیوسته باشد.   ،اول

xدر   fمشتق چپ و راست   ،دوم a=   :موجود برابر و معین باشد، یعنیf (a) f (a)

− +

 =  

 

xدر    f(x)اگر    نکته!  a=  پذیر باشد آنگاه در این نقطه پیوسته نیز خواهد بود؛ عکس این قضیه همواره برقرار مشتق
 باشد. نمی

xدر   fاگر   نکته!  a= پذیر نیز نخواهد بود.  پیوسته نباشد در این نقطه مشتق 



 

 استاد شمعی 

fپذیری تابع مشتق  - 20سوال  (x) x= −2 xرا در    4 =  بررسی کنید.  2

  



 

 استاد شمعی 

fمرادلة نیم مماس چپ و راست تابع   - 21سوال  (x) x= −2 xرا در   4 =  به دست آورید.   2

  



 

 استاد شمعی 

 شوند: به دو دسته عمده تقسیم می f(x)پذیری تابع نقاط مشتق

 ها       ناپیوسته  :اول

  ناپذیرولی مشتق  پیوسته  :دوم

 

تابع(  ۱ اگر  می   :ناپیوستگی  که  نقعه    f(x)دانیم  xدر  a=   ًحتما نقعه  آن  در  باشد  ناپیوسته 

نقاط مرزی توابع   –توان به نقاط مرزی دامنه بسته تابع  ناپذیر است، بنابراین در این زمینه میمشتق 

 ریشه مخرج توابع کسری و ... توجه نمود. –ای  چندضابعه

  



 

 استاد شمعی 

 

 :شودبندی میاین مورد خود به سه شاخه زیر طبقه   :ناپذیرپیوسته ولی مشتق   ( 2

برابر عدد و دیگری    :گوشه  الف(  یا یکی  نابرابر  نقعه دو عدد  این  مشتق چپ و راست در 

   :بینهایت است، مانند

 ای  نقاط مرزی توابع چندضابعه -۱         

yریشه ساده درون قدرمعیق    -۲)مهم(   x a= به شرط آنکه ریشه عامل پشت قدرمعیق   −

 نباشند. 

  



 

 استاد شمعی 

 

علامت هستند مانند ریشه  مشتق چپ و راست در این نقعه هر دو بینهایت هم   :ععف قائم   ب(

nمرتبه فرد زیر رادیکال با فرجه فرد   m
y (x a)

− −= −
2 1 2 m)به شرط آنکه    1 n   در )

xپیوسته   a=   ناپذیر است به شرط آنکه ریشه عامل صفرکننده پشت رادیکال نباشد. ولی مشتق 
 

باشند، مانند  الرلامة می بینهایت مختیف نقعه  مشتق چپ و راست در این    :بازگشت منحنی  پ(

nریشه مرتبه زوج زیر رادیکال با فرجه فرد   m
y (x a)

−
= −
2 1 2( ،m n به شرط آنکه ،

  ریشه عبارز پشت رادیکال نباشد(.



 

 استاد شمعی 

 

 تابع مشتق 

h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h→

+ −
 =

0
 

 

  :پذیری تابع را گویند و بنابه ترریف برابر است بامحدوده مشتق  :دامنه تابع مشتق

fناپذیری تابعنقاط مشتق { fD D { = − 

  



 

 استاد شمعی 

yدامنه مشتق تابع  - 22سوال  ( x ). x= − −23 1  را مشخص کنید. 4

  



 

 استاد شمعی 

fتابع مشتق   - 23سوال  (x) x=   .را به دست آورید  

  



 

 استاد شمعی 

 

 های مشتقفرمول

y x y= ⎯⎯→ =1 (۲  y k y      k= ⎯⎯→ = 0 (۱ 

y x y
x

= ⎯⎯→ =
1

2
 (4  n n

y x y nx
−= ⎯⎯→ = 1 (۳ 

y sinx y cosx= ⎯⎯→ = (6  m nn m

n n m

m
y x y

n x



−
= ⎯⎯⎯→ = (5 

y tanx y tan x= ⎯⎯→ = + 21 (8  y cosx y sinx= ⎯⎯→ = − (7 

  y cot x y ( cot x)= ⎯⎯→ = − + 21 (9 



 

 استاد شمعی 

 

 اعمال جبری روی مشتق توابع  

y ku y ku = → = (۱ 
 

 

 :آنگاه kباشند و   xپذیر برحسب توابری مشتق  vو  uاگر 
 

y u v y u v  =  → =  (۲ 

 

y u.v y u v v u  = → = + (۳ 

 

u u v v u
y y

v v

 −
= → = 2 (4 



 

 استاد شمعی 

 مشتق تابع مرکب

y fog(x) f (g(x)) y g (x) f (g(x))  = = ⎯⎯→ =  

y f (u) y u f (u)  = ⎯⎯→ =  :ه طور مشابه ب 

 :بنابراین 

n n
y u y nu u

− = ⎯⎯→ = 1 (۲  y u y u = ⎯⎯→ = (۱ 
n m

n n m

m n mu
y u y

n u



−


= ⎯⎯⎯→ = (4  u

y u y
u


= ⎯⎯→ =

2
 (۳ 

y cosu y u sinu = ⎯⎯→ = − (6  y sinu y u cosu = ⎯⎯→ = (5 

y cotu y u ( cot u) = ⎯⎯→ = − + 21 (8  y tanu y u ( tan u) = ⎯⎯→ = + 21 (7 



 

 استاد شمعی 

 مشتق توابع زیر را بنویسید.   - 24سوال 

y x x
x

= + +2 3 1
 )الف 3

 

y sin ( x)=  )ب 2

 

sin( x)
y

x cosx
=

+

4 5
2

 )پ 

  



 

 استاد شمعی 

 مشتق مرتبه دوم و بالاتر 

اگر عمییاز محاسبه مشتق تابع را ادامه دهیم مشتق مراتب بالاتر )در صورز وجود( به دست  

y :آید به عنوان نمونهمی f (x) y f (x) y f (x)   = ⎯⎯→ = ⎯⎯→ = 

fبنابراین اگر مشتق مرتبه دوم تابع     (x)  درx a=  ،خواهیم داشت کهموجود باشد: 

x a x a

lim f(x) lim f(x) f (a)
− +→ →

= = (۱ 

 

 

f (a) f (a)

− +

 = (۲ 

 

f (a) f (a)

− +

 = (۳ 



 

 استاد شمعی 

اگر تابع    - 25سوال  
ax bx c     x

f (x)

x x          x

 + + 
= 
 − + 

3

2

1

1 1
xدر     مشتق مرتبه دوم داشته باشد، مقادیر   1=

c, b, a  .را مشخص کنید 

  



 

 استاد شمعی 

 

 پذیری روی بازهمشتق

روی بازه  fتابع  a,b  پذیر است هرگاهمشتق: 
 

 پذیر باشد. مشتق  (a,b)روی هر نقعه از بازه  fتابع  -۱

 مشتق راست داشته باشد. aدر نقعه   -۲

 مشتق چپ داشته باشد.  bدر نقعه   -۳

  



 

 استاد شمعی 

ا رسم نمودار  ب    - 26سوال  

x        x

f (x) x    x

x      x

+  −


= − −  
− +  


2

2 4 1

1 1 2
5 2 5

های  را روی بازه   fپذیری  مشتق    ,−11

 ، ,−2 )و   0 , )2  بررسی کنید.  5

  



 

 استاد شمعی 

 

 چهارمفصل 

 ـمشت   قــ
 

 ای تغییراتسوم: آهنگ متوسط و آهنگ لحظهدرس 

 



 

 استاد شمعی 

 تعریف آهنگ متوسط تغییرات

xدر بازه  fآهنگ متوسط تغییراز تابع  ,x  1    :برابر است با 2

f (x ) f (x )

x x

−

−

2 1

2 1
 

 تغییرات ایلحظه تعریف آهنگ 

xدر نقعه   fای تغییراز تابع آهنگ لحظه  a= برابر است با:   

f (a) 

 
 شود. سرعت به جای آهنگ نیز استفاده می  لفظ( باشد از tتغیر مسئله زمان )ماگر     نکته! 



 

 استاد شمعی 

fاتومبییی طبق مرادله   - 27سوال  (x) x x= − +23  در حال حرکت است، معیوبست:   12

 سرعت متوسط اتومبیل در بازه الف(  ,0 2. 

tای اتومبیل در لحظه  ب( سرعت لحظه  =
3
2

. 

  



 

 استاد شمعی 

 

 پنجمفصل 

 کاربرد مشتق
 

 تشخیص صعودی یا نزولی بودن یک تابعدرس اول: 
  



 

 استاد شمعی 

 

f، (a,b)در   xاگر برای هر  (۱ (x)   است.  رودیاکیداً صدراین بازه  fباشد آنگاه  0

f، (a,b)در   xاگر برای هر  (۲ (x)   است.  نزولیاکیداً  دراین بازه fباشد آنگاه  0

f، (a,b)در   xاگر برای هر  (۳ (x) =  است.  ثابتدراین بازه  fباشد آنگاه  0
 

 ولی اکید نیست.  ثابت باشد هم صعودیست و هم نزولی، (a,b)در   fاگر تابع  :یادآوری

 

  

fبنابراین ممکن است    نکته!    ها تشکیل بازه ندهند، در این صورت اگر  شمار ریشه باشد ولی ریشهحتی دارای بی
f    .تغییر علامت ندهد علاوه بر یکنوا، اکیداً یکنوا نیز خواهد بود 



 

 استاد شمعی 

yتووابع  -28ســوال  x x= − +3 23 هووایی ایوون تووابع صوورودی و را در نظوور بگیریوود، در چووه بازه 2

 هایی نزولی است؟در چه بازه

  



 

 استاد شمعی 

 

 پنجمفصل 

 کاربرد مشتق
 

 های نسب دوم: آزمون مشتق اول برای تشخیص اکسترمم درس 
  



 

 استاد شمعی 

 

f ،fبا توجه به دامنه تابع   :مرحله اول  کنیم سپس  را محاسبه میf  کنیم.را تریین علامت می 
 

 کنیم.های زیر نوع اکسترمم نسبی تابع را مشخص میبا توجه به جدول :مرحله دوم

 

+                      C            − x  +                      C            − x 

− + f   + − f  

Max f  min f 
  نسبی         نسبی    

  



 

 استاد شمعی 

yمقادیر ماکسیمم و مینیمم نسبی تابع   - 29سوال  x x x= − + +3 21 5
6 10

3 2
را به روش آزمون مشتق  

 اول تریین کنید. 

  



 

 استاد شمعی 

 

 پنجمفصل 

 کاربرد مشتق
 

 سوم: تعیین نقاط بحرانی تابعدرس 
 
 

  



 

 استاد شمعی 

 

fCنقعه   D  نقعه بحرانی تابعf(x) باشد، هرگاه میf (c) = fو یا  0 (c)   .ناموجود باشد 

 f:برای تریین نقاط بحرانی تابع 

 دامنه تابع را مشخص کنید.  (۱

 مشتق تابع را محاسبه کنید.   (۲

نقاطی که در آن مشتق برابر صفر باشد و یا ناموجود به شرط آنکه عضو دامنه تابع باشند    (۳

 اند. بحرانی 

fبرای آنکه    ** (x) = f   های صورز مشتق را محاسبه کنید و برای آنکه ریشه  0 (x)    ناموجود

ای نقعه مرزی دامنه توابع چندضابعه  –ی نظیر ریشه مخرج مشتق  یهاتوانید به گزینهباشد، می 

 ** و آخر بازه بسته دامنه تابع توجه کنید.  اول ارد( و نقعهد)نیاز به بررسی 



 

 استاد شمعی 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 باشد.  کل دامنه تابع ثابت، نقطه بحرانی تابع می  نکته! 

 زیرا عضو دامنه تابع نیست. باشد نمیمجانب قائم تابع، نقطه بحرانی تابع   نکته! 

باشد مانند  باشد ولی عکس این مطلب همواره برقرار نمیهر اکسترمم نسبی حتماً یک نقطه بحرانی تابع می  نکته! 
 بسته دامنه تابع.  بازه نقطه اول و آخر  

 



 

 استاد شمعی 

fنقاط بحرانی تابع   - 30سوال  (x) x x= −
3 3  را به دست آورید.  3

  



 

 استاد شمعی 

 

در بازه   fنحوه محاسبه نقاط اکسترمم مطلق تابع  : a,b 

 باشد.بایست انجام دهید تریین دامنه تابع میاگر دامنه تابع داده نشده باشد، اولین کاری که می   (۱

 مشتق تابع را محاسبه کنید.  (۲

 نقاط بحرانی قابل قبول تابع را مشخص کنید. (۳

 مقدار تابع را به ازای نقاط بحرانی تابع محاسبه کنید.  (4

اختصاص ماکسیمم معیق به بیشترین مقدار به دست آمده و مینیمم معیق به کمترین مقدار به    (5

 دست آمده.

 



 

 استاد شمعی 

 

 

 

 

 

در بازه  f(x)اگر   نکته!  a,b  باشد.  پیوسته باشد در این فاصله حتماً دارای اکسترمم مطلق می 

 باشد. تابع می بُردفاصله بین مینیمم تا ماکسیمم مطلق تابع همان   نکته! 

 نکته! 
 تفاوت اکسترمم نسبی و مطلق:   

 ؛باشداکسترمم مطلق، کمترین یا بیشترین مقدار تابع در کل دامنه تابع می 
 شود.  حال آنکه در اکسترمم نسبی عرض نقطه نسبت به نقاط همسایه )مجاور( خود بررسی می 

 نقاط ابتدا و انتهای بازه بسته دامنه تابع، توانایی مطلق شدن را دارند ولی اکسترمم نسبی نخواهند بود.   نکته! 

fIیک نقطه درونی بازه    Cاگر    نکته!  D    باشد وf    درx C=    اکسترمم مطلق باشد، در این صورت اکسترمم
 نسبی تابع نیز خواهد بود.  



 

 استاد شمعی 

fاکسترمم معیق تابع  - 31سوال  (x) x x= − + −3 22 9 را در دامنه  13 ,−1  مشخص کنید. 2

  



 

 استاد شمعی 

fهای معیق تابع   اکسترمم  - 32سوال  (x) x x= − +4 22 را در  3 ,−1  به دست آورید.  2

  



 

 استاد شمعی 

 

 

 سازیبهینه 

کمترین   یا  بیشترین  دنبال  به  مسائل  اینگونه  میمقدار  در  شده  معرح  برای مسئیه  بنابراین  باشیم، 

یرنی همه متغیرها را برحسب یک های مسئیه، متغیر اضافی را حذف کنید )پاسخگویی ابتدا با کمک داده

آمده برحسب  ( جایگزین کنید تا رابعه به دست  مسئیه معرح شده( در معیوب مسئیه )متغیر مررفی کنید

دست   به  را  جدید  رابعه  بحرانی  نقاط  سپس  شود  مرتب  متغیر  ازای  یک  به  مسئیه  پاسخ  تا  آورید 

 های معیق آن داده شود.  اکسترمم 

 



 

 استاد شمعی 

های حیبی به  نهشت از چهار گوشه ورق های همهای حیبی، با بریدن مربعیک سازندة جربه   - 33سوال  

های  سازد. اگر بخواهیم حجم جربه هایی سرباز میمتر و بالا بردن چهار طرف آن، جربه سانتی  8و    ۱5ابراد  

 هایی که باید بریده شود، چقدر باید باشد؟ساخته شده بیشترین مقدار ممکن باشد، طول ضیع مربع

  



 

 استاد شمعی 

 حاصل ضربشان کمترین مقدار ممکن باشد؟  و  باشد  ۱0ها  دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آن   - 35سوال  

  



 

 استاد شمعی 

 

 

 پنجمفصل 

 کاربرد مشتق
 

 ر و نقطه عطف یک تابععچهارم: جهت تق درس 
 



 

 استاد شمعی 

ر نمودار یک تابع یرنی جهت گودی نمودار آن که برای تشخیص آن از تریین علامت رجهت تق

 کنیم. مشتق دوم تابع استفاده می

ffاگر به ازای هر  (۱ (x) : x I D   0 است.   بالار روبه رباشد، تق 

ffاگر به ازای هر  (۲ (x) : x I D   0  است.   پایین ر روبه قرباشد، ت 
 

xدر نقعه   fفرض کنید تابع   :نقطه عطف C=   پیوسته باشد در این صورز(C,f (c))   نقعه ععف

 :تابع است. هرگاه هر دو شرط زیر برقرار باشد

C,f)در نقعه   fنمودار الف(  (c)) مماس داشته باشد.   خط 

C,f)ر در نقعه قر جهت تب(  (c))   .تغییر کند 

 



 

 استاد شمعی 

yر و نقاط ععف نمودار تابع قر جهت ت - 35سوال  x x= − +4 31
2 2

4
 به دست آورید.   را 

  



 

 استاد شمعی 

yدر تابع  - 36سوال  ax bx= +4 3 ،a  وb   را طوری بیابید که نقعةA( , )−1   ععف تابع باشد؟  2

  



 

 استاد شمعی 

 

 پنجمفصل 

 کاربرد مشتق
 

 پنجم: رسم نمودار درس 
 



 

 استاد شمعی 

 

  برای رسم نمودار توابع مراحل زیر را انجام دهید:

fبا توجه به دامنه تابع،  (۱    .را محاسبه کنید، نقاط بحرانی تابع را مشخص کنید 

۲)  f    .را محاسبه کنید و نقاط ععف تابع را در صورز وجود تریین کنید 

 های تابع را مشخص کنید.  مجانب  ،در صورز وجود (۳

ر و اکسترمم  قریرنی جدولی که جهت یکنوایی و تاطلاعاز فوق را در جدول تغییراز تابع )  (4

 ( مشخص کنید. دهدنشان میرا و ععف تابع 

 با کمک اطلاعاز فوق نمودار تابع را رسم کنید.  (5

  



 

 استاد شمعی 

yجدول تغییراز و نمودار تابع  - 37سوال  x x= − +3 23  را رسم کنید.  3

  



 

 استاد شمعی 

جدول رفتار و نمودار تابع  - 38سوال 
x

f (x)
x

+
=

+

2 1
2

 را رسم کنید.  

  



 

 استاد شمعی 

 

 

 طراح و تایپیست: سولماز موسویان

            mousaviangraphice@:  ه بلهبرنام در سولماز موسویان  شناسه کاربری

 

 

 ostadshamei@: امه بلهدر برن شناسه کاربری استاد شمعی


